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正态线形模型下缺失值的贝叶斯多重插补
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摘　要　缺失值是调查中普遍存在的问题,利用变量之间的相关关系,可以通过正态线

形模型利用不存在缺失值的变量对存在缺失值的变量进行插补.较之单一插补,多重插补

更能有效地估计总体方差,因此更多地被使用;特别是采用贝叶斯多重插补,其模型的差数

和残差估计均来自相应后验分布的随机抽取,这样对总体方差的估计更为精确.通过大量

模拟试验,发现贝叶斯多重插补较之单一插补和一般多重插补能构建更宽的置信区间从而

有更准确的总体参数覆盖率,这点在数据缺失比重很大时优势更明显.
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调查数据中存在缺失值是极为常见的问题,受访者对调查问题无法做出回答或者不愿做出回答

就产生了缺失值,甚者缺失值本身就是变量样本空间的一个点[１].比如在对柑橘种植户的调查中,种
植户并不一定统计过自己家庭一年的收入或者不愿意回答,那么在家庭收入这个变量上就会有缺失

值.或者农户由于文化程度偏低,对问卷错误理解,从而使问卷失效[２].处理缺失值首先能想到的方

法是删除含缺失值的所有单元数据(完全个案删除),大部分统计软件(诸如SPSS、STATA、R)也默

认这种处理方法.如果缺失个别数据,这种方法是可取的,在有些场合下甚至是更优的选择[３].但是

如果大量数据缺失,这种删除会抛弃很多数据;有些时候数据看起来缺失的不多,但由于存在大量的

变量,对个别变量极小比例的缺失如果采用完全个案删除综合起来都会引致大量数据的删除[４Ｇ５].对

缺失数据进行插补被认为是一个更可取的方法,因为插补不会损失原有的数据信息,而且如果插补方

法得当,还可以对数据信息进行有效的补充[１,５].有效利用变量之间的相关关系,构建线形模型,利
用不存在缺失值的变量对存在缺失值的变量进行插补,而这种插补带有预测性,这样就能对数据信息

进行一定的补充.比如柑橘种植户虽然无法或不愿回答家庭收入,但对自己的柑橘产量是记得很清

楚而且原意回答的,这样柑橘产量这个变量往往不会有缺失,而我们相信种植户的家庭收入跟柑橘产

量相关性是很高的,我们就可以借助线形模型以柑橘产量为辅助变量来插补家庭收入.简单的插补

是单一插补,即利用数据的未缺失部分估计线形模型的参数,然后借助该模型对缺失值进行点估计;
但单一插补往往低估了变量的方差,容易产生一个过窄的置信区间或者太显著的检验统计量(容易拒

绝零假设)[６].多重插补能有效解决这个问题,多重插补不产生单一的插补值,而是随机产生多个插

补值,形成多个“完整”的数据,然后利用这多个数据汇总成一个估计量,以不同插补值之间的差异来

弥补单一插补低估总体方差的不足[６Ｇ７].普通的多重插补为在单一插补的基础上加上一个随机干扰

项,但这种插补仍然低估了总体方差,因为缺失值的存在使线形模型的参数也不是确定的[３].因此使
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用随机的线形模型参数进行多重插补是更好的选择,参数的随机抽取有两种主要的方法:贝叶斯法和

重抽样方法(Jacknife法和Bootstrap法)[８Ｇ９].贝叶斯方法是指模型的参数以及残差的产生来自它们

相应后验分布的随机抽取[１０Ｇ１１].图１展现了对同一缺失值不同方法的插补结果,作为比较加入了随

机插补(a):插补值来自未缺失数据的一个随机抽取.观察发现多重插补对同一缺失值得到不同的插

补值,利用不同插补值之间的差异来弥补对总体差异的低估;而贝叶斯多重插补由于模型参数也是随

机产生的,因此其插补值之间的差异更大.

图１　四种插补方法的比较:(a)随机单一插补;(b)回归单一插补;(c)普通多重插补;(d)贝叶斯多重插补

　　目前有很多研究已经将贝叶斯多重插补用于实际调查数据[１２Ｇ１３],但调查数据是唯一的不可重复

的,无法事先知道缺失值的真值和总体参数,因此根据对调查数据的插补无法获知贝叶斯多重插补对

比单一插补和普通多重插补到底有多大的优势.为此,本文拟采取模拟分析的方法,模拟产生缺失数

据再进行大量的插补试验以排除偶然性,以期很客观地分析贝叶斯多重插补较之其他插补方法的

优势.

　　一、模型和方法

　　１．假　设

贝叶斯多重插补模型的构建基于以下假设:

①数据分为Y 和X 两部分,其中Y 来自一元正态总体,存在缺失值;而X 是来自q 元正态总体

的完整数据不存在缺失值.

②Y 缺失机制为随机缺失(MAR),即Y 的缺失只跟X 有关,跟本身无关[５,１２].

③Y 跟X 之间是线性关系,即:

Y~N(Xβ,σ２) (１)
式(１)中β是q维向量,而σ２ 是标量.这样我们就可以构建正态线性模型,利用X 插补Y 的缺

失部分.

２．贝叶斯多重插补模型

设数据有n 个观测值,含有缺失值的变量Y 有n１ 个观测未缺失,记为Y１,有n０ 个观测缺失,记
为Y０.不含缺失值的X(X 为向量或矩阵)也分为两部分:X１ 和X０,X１ 为Y１ 对应的部分,X０ 为Y０

３７
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对应的部分.根据未缺失数据Y１ 和X１,可以获得式(１)中模型的最小平方估计β̂１ 和σ
^
２
１:

β̂１＝(XT
１X１)－１(XT

１Y１) (２)

σ̂２
１＝(Y１－X１β̂１)T(Y１－X１β̂１)/(n１－q) (３)

贝叶斯多重插补的重点是利用β̂１ 和σ̂２
１ 为β和σ２ 构建后验分布,其中σ２ 可构建χ２ 分布如下:

σ̂２
１

σ２(n－q)~χ２(n－q) (４)

在给定σ２ 的情况下,β的后验分布为:

β|σ２~N(β̂１,σ２ (Xt
１X１)－１) (５)

根据β和σ２ 的后验分布,对缺失值Y０ 的插补使用模型:
Y∗ ＝X０β∗ ＋Z１σ∗ (６)

式(６)中Z１ 是来自标准正态分布N(０,１)的n０ 个随机抽取,σ∗ 和β∗ 分别来自式(４)和式(５)的
一个随机抽取.其中:

σ２
∗ ＝σ̂２

１(n１－q)/g (７)
式(７)中g 是来自χ２(n１－q)的一个随机抽取.则:

β∗ ＝β̂１＋σ∗ (XT
１X１)－１( )１/２Z２ (８)

式(８)中,(XT
１X１)－１( )１/２指(XT

１X１)－１的方根(Cholesky分解),Z２ 是来自标准正态分布 N(０,

１)的q个随机抽取.
为了消除奇异矩阵问题,式(８)中的(XT

１X１)－１可以用下式来代替:

V＝((XT
１X１)－１＋diag((XT

１X１)－１)κ)－１ (９)
式(９)中κ是一个岭参数(ridgeparameter),一般为一个接近于零的正数(比如:０．００００１).

３．参数估计

贝叶斯插补后会得到m 个完整的数据,需要用这m 个数据完成估计或检验.其中均值和(内
部)方差点估计分别为:

Y
Ｇ

＝
∑
m

l＝１
Y
－

l

m
和S

－
２＝

∑
m

l＝１
S２

l

m
(１０)

而插补后的总方差T 被分解成两部分:数据内部的方差和数据之间的方差:

T＝S
－

２＋(１＋
１
m

)B (１１)

式(１１)中,B 表示m 个完整数据之间的方差,计算公式为:

B＝
∑
m

l＝１
(Y

－

l－Y
－
)２

m－１
(１２)

如此,μ 的一个１００(１－α)％置信区间为:

Y
－

±tv(α/２)T (１３)
式(１３)中v 为学生－t分布的自由度,计算公式[５]为:

v＝(m－１)(１＋
１
r

)
２

(１４)

式(１４)中r表示因数据缺失相对增加的方差,计算公式为:

r＝
(１＋

１
m

)B

S
－

２
(１５)

４７
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４．缺失信息的判断

为了判定插补值对总体方差的影响,引入两个指标:λ值和γ 值[９].λ是指缺失值产生的方差占

总方差的比重,计算公式为:

λ＝
B＋B/m

T
(１６)

而γ 是指缺失信息比,计算公式为:

γ＝
r＋２/(v＋３)

r＋１
(１７)

　　二、模拟分析

　　利用计算机进行模拟分析是现代统计的重要分析方法,采取模拟分析有很多优点:因为是模拟,
所以可以使整个插补模型的假设条件完全得到满足;模拟分析可以事先知道总体参数、缺失值的真

值,这样方便计算插补值的误差;鉴于计算机的强大计算能力,模拟分析可以获取大量样本或者进行

大量模拟试验,这样以避免单个样本或者单次模拟试验结果的偶然性,最终得到稳定的结论.本文所

有的数据模拟以及分析都基于R语言.

１．数据模拟与插补

事先设定X 为来自正态总体N(６．８,３．５)的一个容量为１００的样本,则:

Y~N(２．３９＋１．２７X,０．４７２) (１８)
对式(１８)中的Y 随机缺失５０个数(缺失比例为５０％),大的缺失比例更容易对比不同的插补方

法的优劣.模拟的数据及缺失情况显示在图２中,从该图中可看出家庭收入的缺失跟本身无关,只跟

柑橘产量有关,符合随机缺失(MAR)的假定.

图２　模拟数据的缺失情况

　　对缺失数据分别采用单一插补、普通多重插补和贝叶斯多重插补进行１００次的插补;再将１００次

插补后的参数估计结果求平均数,这样做的目的是避免单次插补结果的偶然性,结果列在表１中.
表１　三种插补方法的估计

插补方法 点估计 标准误 ９５％置信下限 ９５％置信上限

单一插补 １．２６９２４６ ０．００９６ １．２５２３ １．２８８２
普通多重插补 １．２６９３１５ ０．０１７２ １．２３３２ １．３０５５
贝叶斯多重插补 １．２６９２９６ ０．０２１０ １．２２１６ １．３１７０

　　２．比　较

为了比较三种插补方法的效果,再构建两个指标:偏差和覆盖率.偏差是指每一次插补后的点估

计的均值与真实值之差的平均数;覆盖率是指根据每一次插补后的数据构建的置信区间中能包括真

实值的置信区间所占的比重.表２记录了三种插补方法的偏差和覆盖率,发现三种方法产生点估计

的偏差几乎没有区别,都略微较真实值偏小,幅度为－０．００７左右.但是在覆盖率上,单一插补构建

的置信区间只能覆盖６９％的真实值,而普通多重插补明显改善,覆盖了９３％的真实值,但是还是低于

５７
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事先设定的９５％.而采用贝叶斯多重插补,覆盖率能达到９７％,高于事先设定的９５％置信水平.为

什么会这样呢,表２还计算了每一次插补的置信区间(CI)的平均宽度,发现单一插补的CI宽度是明

显偏窄的,这是因为单一插补的结果明显低估了总体方差从而使置信区间宽度变窄;普通多重插补有

所改进,但CI宽度仍然偏窄,而贝叶斯多重插补的CI最宽.
表２进一步总结了三种插补方法的缺失信息.单一插补的λ值为０,表示缺失信息比为０,插补

值未给总体贡献差异,这显然不符合实际;而普通多重插补的γ 值和λ值加大,说明插补的缺失值为

总体数据贡献了差异,但仍然偏小;只有贝叶斯多重插补的γ 值和λ 值接近５０％,这与事先设定的

５０％的缺失比重接近.
表２　三种插补方法的效果比较

插补方法 偏差 覆盖率 CI宽度 γ λ
单一插补 －０．０００７５ ０．６９ ０．０３８０ ０．０２０２ ０．００００
普通多重插补 －０．０００６８ ０．９３ ０．０７２３ ０．３９０１ ０．３４０４
贝叶斯多重插补 －０．０００７０ ０．９７ ０．０９５５ ０．５８２２ ０．５２２１

　　３．不同缺失比重对比

表３　不同缺失比重下三种插补方法的覆盖率

缺失
比重/％

单一
插补

普通多
重插补

贝叶斯多
重插补

２０ ０．８５ ０．９３ ０．９７
５０ ０．６９ ０．９３ ０．９７
８０ ０．２８ ０．７５ ０．９７

为了验证在不同缺失比重下三种插补方法的效果,
把缺失比重设为２０％、５０％和８０％,然后比较三种插补

方法构建的１００次插补的置信区间的覆盖率.观察发

现,多重插补特别是贝叶斯多重插补在缺失比重很高的

情况下效果更明显(见表３).当缺失比重只有２０％的

时候,即使是单一插补也有８５％的覆盖率,而普通的多重插补有９３％的覆盖率,跟贝叶斯多重插补接

近;当缺失比重上升到５０％时,单一插补覆盖率下降为６９％,但普通多重插补尚有９３％的覆盖率;当
缺失比重上升到８０％时,单一插补的覆盖率就只有２８％,而普通多重插补的覆盖率下降为７５％.由

此可见,不管缺失比重有多高,贝叶斯多重插补的覆盖率始终保持在９７％.

４．试验次数对贝叶斯多重插补的影响

在１００次试验中发现贝叶斯插补后真实值的覆盖率大于事先设定的９５％,这是否意味着贝叶斯

多重插补会通过扩大估计标准误来提高覆盖率? 若果真如此,则虽然提高了覆盖率但是估计精确度

下降了.为此,将试验次数分别提高到１０００次和１００００次,结果列在表４中.发现当试验次数提高

到１０００次覆盖率下降为９５％,提高到１００００次,发现进一步下降.说明贝叶斯多重插补进行估计

的覆盖率接近９５％水平,贝叶斯插补的估计是准确的,并没有扩大置信区间的宽度.同时还发现随

着试验次数的增加,估计偏差进一步下降直至接近０,说明贝叶斯多重插补得到了一个无偏有效的点

估计.此外γ 值和λ值随着试验次数的增加也更接近事先设定的缺失比重５０％,说明贝叶斯插补并

没有扩大或缩小缺失信息.
表４　不同试验次数下贝叶斯多重插补的效果比较

次数 偏差 覆盖率 CI宽度 γ λ
１００ －０．０００７０４ ０．９７０ ０．０９５５ ０．５８２２ ０．５２２１

１０００ －０．０００２６１ ０．９５０ ０．０９２２ ０．５４８５ ０．４９０７
１００００ －０．００００５５ ０．９４４ ０．０９２１ ０．５４９２ ０．４９１５

　　三、结　论

　　对于缺失值的处理,插补是比删除更好的解决方法,因为插补不会损失任何原始信息.通过对模

拟产生的缺失数据进行大量重复地插补,比较后可发现单一插补虽然不会产生偏差,但是极大地低估

了总体方差从而对总体参数的区间估计覆盖率偏低,普通的多重插补虽然能改善但是仍然偏低,只有

贝叶斯多重插补能有效地解决这个问题,得到准确的覆盖率.进一步试验发现,在缺失比重很大的时

候贝叶斯多重插补的效果更为明显.通过增加试验次数,还发现贝叶斯多重插补能得到一个无偏有
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效的点估计,以及一个接近事先设定置信水平的区间估计.
但是,正如Little等所说的,插补是有风险的,它产生了一个幻觉,让研究者以为得到了一个完整

数据,事实上这个数据是虚构的;特别是当需插补的数据背离模型假设时这个风险尤大[１].此外,多
重插补得到的不是一个单一的数据而是多个数据,而且由于插补是随机的,因此得到的插补数据也不

是唯一的,每次插补都会得到不同的结果(尽管在 R语言中可以设定随机数种子让结果固定),这给

研究者展示数据带来了困难.因此我们在使用贝叶斯多重插补时,必先检验数据是否符合模型假设,
然后明确插补的目的是为了对参数进行估计和检验,否则单一插补乃至删除或许是更好的选择.
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